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Abstract
In our previous papers (Adv. in Math. 138 (1) (1998) 182; Potential Anal. 12 (2000) 419), we
have obtained a decomposition of j f j; where f is a function deﬁned on Rn; that is analogous
to the one proved by H. Tanaka for martingales (the so-called ‘‘Tanaka formula’’). More
precisely, the decomposition has the form j f j ¼ f˜ þ D0ð f Þ; where D0ð f Þ is (a variant of ) the
density of the area integral associated with f : This functional (introduced by R.F. Gundy in his
1983 paper (The density of area integral, Conference on Harmonic Analysis in Honor of
Antoni Zygmund. Wadsworth, Belmont, CA, 1983, pp. 138–149.)) can be viewed as the
counterpart of the local time in Euclidean harmonic analysis. In this paper, we are interested in
boundedness and continuity properties of the mapping f/f˜ (which we call the Le´vy transform
in analysis) on some classical function or distribution spaces. As was shown in [4,5], the above
(non-linear) decomposition is bounded in Lp for every pA½1;þN½; i.e. one has jj f˜ jjppCpjj f jjp;
where Cp is a constant depending only on p: Nevertheless our methods (roughly speaking, the
Caldero´n–Zygmund theory in [4], stochastic calculus and martingale inequalities in [5]) both
gave constants Cp whose order of magnitude near 1 is Oð1=ðp  1ÞÞ: The aim of this paper
is two-fold: ﬁrst, we improve the preceding result and we answer a natural question, by
proving that the best constants Cp are bounded near 1. Second, we prove that the Le´vy
transform f/f˜ is continuous on the Hardy spaces Hp with p4n=ðn þ 1Þ:
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1. Introduction
Nous avons obtenu [4,5] une ‘‘formule de Tanaka’’ dans le cadre de l’analyse re´elle
qui, a l’instar de son analogue probabiliste, fournit une e´criture explicite de la valeur
absolue d’une fonction convenable f de´ﬁnie dans Rn; de la forme
j f j ¼ f˜ þ D0ð f Þ; ð1Þ
ou` D0ð f Þ est la valeur en 0 d’une forme approprie´e de la densite´ de l’inte´grale d’aire
associe´e a` f : Cette fonctionnelle, dont nous rappellerons la de´ﬁnition plus loin, joue
en analyse le roˆle tenu en probabilite´s par le temps local (pour des exemples de
re´sultats sugge´re´s par la correspondance entre ces deux notions, nous renvoyons a`
[2,4,5,10,11]).
En raison de l’analogie avec le contexte probabiliste, nous appellerons
transformation de Le´vy en analyse l’application f/f˜: Il est prouve´ dans [4,5] que,
grosso modo, cette application conserve les espaces fonctionnels usuels
de l’analyse re´elle (y compris l’espace de Hardy H1; qui n’est pas stable par
l’application f/j f j), et notamment les espaces Lp pour 1ppoþN: Le but de ce
qui suit est de pre´ciser certaines proprie´te´s de bornitude et de continuite´ de cette
application dans les espaces Lp (dans lesquels la norme sera note´e jj 	 jjp), et les
espaces Hp pour p4n=ðn þ 1Þ:
Concernant la bornitude dans les espaces Lp; la proposition 2 de [4] montre que
jjD0ð f Þjj1pjj f jj1; et par suite on a jj f˜ jj1p2jj f jj1: Dans le cas ou` 1opoþN; les
me´thodes de variable re´elle utilise´es dans [4] fournissent une estimation de la forme
jj f˜ jjppCðn; pÞjj f jjp; et la constante Cðn; pÞ (qui provient de l’utilisation du the´ore`me
de Caldero´n–Zygmund) est, pour tout n; de l’ordre de 1=ðp  1Þ au voisinage de 1. Du
coˆte´ probabiliste, la transforme´e de Le´vy M˜ d’une martingale M ve´riﬁe l’e´galite´
/M˜; M˜S ¼ /M; MS; et les ine´galite´s de Burkholder–Gundy montrent que l’applica-
tion M/M˜ est borne´e dans Hp pour 0opoþN: Elle est donc aussi (graˆce a`
l’ine´galite´ de Doob) borne´e dans Lp pour 1opoþN; mais la` encore au prix d’une
constante qui est de l’ordre de 1=ðp  1Þ au voisinage de 1. La me´thode probabiliste
suivie dans [5] donne donc un controˆle de jj f˜ jjp en fonction de jj f jjp inde´pendant de la
dimension, mais dont la de´pendance en p reste aussi peu satisfaisante. Il importe aussi
de noter que le manque de line´arite´ ou de sous-line´arite´ des applications en question
interdit de recourir aux arguments classiques d’interpolation.
Ces remarques sont a` l’origine de la question suivante: Peut-on obtenir un
controˆle de la forme jj f˜ jjppCðpÞjj f jjp; avec une constante CðpÞ qui reste borne´e au
voisinage de 1? Nous re´pondons par l’afﬁrmative (compte tenu de l’e´galite´ (1)), en
prouvant le
The´ore`me 1. Pour tout pA½1;þN½; et toute fonction fALp; la fonction D0ð f ÞALp
et on a
jjD0ð f Þjjpppjj f jjp: ð2Þ
ARTICLE IN PRESS
L. Chevalier / Journal of Functional Analysis 207 (2004) 344–357 345
E´tant donne´ une martingale M; nous de´signons par L0ðMÞ le processus croissant
de´ﬁni par son temps local en 0. Le re´sultat probabiliste correspondant au the´ore`me
pre´ce´dent est le
The´ore`me 2. Pour tout pA½1;þN½; et toute martingale MALp; la variable ale´atoire
L0NðMÞALp et on a
jjL0NðMÞjjpppjjMjjp: ð3Þ
Il se trouve que ce dernier re´sultat est connu. Plus pre´cise´ment, Aze´ma et Yor ont
obtenu dans [1] l’estimation (3), en utilisant une proprie´te´ spe´ciﬁque du temps local,
i.e. le fait que la mesure dL0 est porte´e par l’ensemble des sAR tels que Ms ¼ 0:
Signalons e´galement que l’ine´galite´ (3) est optimale, comme l’a montre´
Vallois dans [14].
Nous obtenons d’autre part le re´sultat suivant, qui donne la continuite´
de la transformation de Le´vy dans tous les espaces de Hardy ‘‘possibles’’.
Ceci ame´liore a` la fois le re´sultat de continuite´ dans les Lp (pour p41), et le
re´sultat de bornitude dans H1; pre´ce´demment obtenus, au moyen d’autres
arguments, dans [4].
The´ore`me 3. Pour tout p4n=ðn þ 1Þ; il existe une constante Cðn; pÞ telle que, pour
tout couple ð f ; gÞ; d’e´le´ments de Hp; on ait
jj f˜  g˜jjHppCðn; pÞjj f  gjj1=2Hp ðjj f jjHp þ jjgjjHpÞ1=2: ð4Þ
Le plan de l’article est le suivant: dans le y2, nous de´duirons le the´ore`me 1 du
the´ore`me 2, en utilisant certains re´sultats de [5]. Nous donnerons d’autre part au y3 le
de´tail de l’argument utilise´ dans [1] pour prouver le the´ore`me 2. Il est en effet
particulie`rement simple, et de plus il semble pouvoir donner quelques arguments,
dans la perspective d’une e´ventuelle transposition en analyse, qui est discute´e au y4.
Enﬁn, nous prouvons le The´ore`me 3 dans le y5, au moyen d’arguments d’analyse
re´elle, utilisant notamment les espaces Tp de Coifman–Meyer–Stein et la
caracte´risation de Gundy–Silvertstein des espaces Hp au moyen de la ‘‘densite´
maximale’’ de l’inte´grale d’aire.
Avant d’aller plus loin, il est ne´cessaire d’introduire quelques notations et
de´ﬁnitions. On de´signe par n un entier X1; ﬁxe´ une fois pour toutes, et par Rnþ1þ le
demi-espace Rn 
 Rþ: Le point courant de Rnþ1þ est ge´ne´ralement note´ z ¼ ðx; yÞ:
Pour tout point xARn; on note px le noyau de Poisson relatif au point x; de´ﬁni dans
Rnþ1þ par
pxðzÞ ¼ cnyðjx  xj2 þ y2Þðnþ1Þ=2
;
ou` cn de´signe la constante de normalisation habituelle.
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On de´signe par M l’ensemble des applications mesurables f : Rn-R telles que
jj f jjM ¼
Z
Rn
pxð0; 1Þj f ðxÞj dxoþN:
En d’autres termes, M est l’ensemble des applications prolongeables, au sens de la
de´ﬁnition de [12, p. 139]. A` toute fonction fAM; on peut associer son inte´grale de
Poisson Pð f Þ; de´ﬁnie dans Rnþ1þ par
Pð f ÞðzÞ ¼
Z
Rn
pxðzÞf ðxÞ dx:
On note ðO;F; ðFtÞtX0; ðBtÞtX0; ðPzÞzARnþ1Þ la re´alisation canonique du
processus de Wiener dans Rnþ1: Le processus B ¼ ðBtÞtX0 est donc le mouvement
brownien standard dans Rnþ1; Pz de´signe , pour tout zARnþ1; la probabilite´ du
mouvement brownien issu du point z; et l’espe´rance mathe´matique correspondante
est note´e Ez:
Pour tout a40; on notera ma la mesure de Lebesgue sur l’hyperplan Rn 
 fag; Pma
la mesure s-ﬁnie sur O de´ﬁnie par
Pma ¼
Z
Rn
Pðx;aÞ dx
et Ema l’espe´rance mathe´matique correspondante.
On notera t le temps de sortie du demi-espace pour le mouvement brownien. Il est
classique que, pour tout zARnþ1þ ; la loi de Bt sous P
z est la mesure harmonique
relative au point z: On a donc, pour toute fonction fAM (ou a` valeurs X0) et tout
zARnþ1þ ; l’e´galite´
Ezð f ðBtÞÞ ¼ Pð f ÞðzÞ: ð5Þ
On pose, pour toute fonction fAM et tout xARn;
D0ð f ÞðxÞ ¼
Z
Rnþ1þ
ypxðzÞDjPð f ÞjðdzÞ:
La fonction jPð f Þj e´tant sous-harmonique, son laplacien au sens des distributions
est une mesure positive, et par suite la fonction D0ð f Þ est bien de´ﬁnie. Elle est a`
valeurs presque partout ﬁnies si (par exemple) fA
S
1ppoþN L
p (conse´quence du
the´ore`me 1).
Sauf mention contraire, les espaces Lp conside´re´s sont relatifs a` la mesure de
Lebesgue dans Rn; et la norme usuelle dans Lp est note´e jj 	 jjp: Cette dernie`re
notation sera e´galement utilise´e dans le contexte probabiliste, ou` l’on pose
classiquement jjMjjp ¼ suptX0 ðEðjMtjpÞÞ1=p:
ARTICLE IN PRESS
L. Chevalier / Journal of Functional Analysis 207 (2004) 344–357 347
Terminons cette introduction en rappelant (en vue du y4) une de´ﬁnition des
espaces Hp et en analyse et en probabilite´s. A toute distribution borne´e1 f de´ﬁnie dans
Rn; on associe sa fonction maximale non tangentielle Nð f Þ; de´ﬁnie dans Rn par
Nð f ÞðxÞ ¼ sup
jxxjoy
jPð f Þðx; yÞj:
L’espace Hp ¼ HpðRnÞ est de´ﬁni comme l’ensemble des distributions borne´es f
de´ﬁnies dans Rn telles que jj f jjHp ¼ jjNð f ÞjjpoþN: Du coˆte´ probabiliste, on dit
qu’une P-martingale locale (brownienne, donc continue) MAHpðPÞ si jjMjjHpðPÞ ¼
ðEððMNÞpÞÞ1=poþN; ou` Mt ¼ sup0psot jMsj: Pour tout a40; on de´ﬁnit de meˆme
les espaces HpðPmaÞ; ainsi que les normes correspondantes, en rempla@ant dans les
de´ﬁnitions pre´ce´dentes P par Pma et E par Ema :
De bonnes relations entre la version analytique et les diffe´rentes versions
probabilistes des espaces Hp ont permis de de´montrer (ou de re-de´montrer) de
manie`re probabiliste de nombreux re´sultats d’analyse.
Nous remercions Marc Yor de nous avoir signale´ le the´ore`me 2.
2. Preuve du the´ore`me 1
Soient pA½0;þN½ et fALp: Nous posons u ¼ Pð f Þ; et nous de´signons par M le
processus de´ﬁni par Mt ¼ uðBt4tÞ: Ce processus est une martingale pour toute loi Pz;
et nous de´signons par L0 son temps local en 0.
Nous commen@ons par donner les deux re´sultats techniques suivants:
Lemme 1. Pour tout a40 et toute variable ale´atoire X Pma-inte´grable ou a` valeurs
X0; on a l’e´galite´
EmaðX=BtÞ ¼
Z
Rn
Eðx;aÞðX=BtÞpBtðx; aÞ dx Pma  p:s: ð6Þ
Lemme 2. Pour tout a40; on a l’e´galite´
EmaðL0t=BtÞ ¼ D0að f ÞðBtÞ Pma  p:s:; ð7Þ
ou`
D0að f ÞðxÞ ¼
Z
Rnþ1þ
ðy4aÞpxðzÞDjujðdzÞ
pour tout xARn:
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Le lemme 1 est une conse´quence imme´diate de la de´ﬁnition de l’espe´rance
conditionnelle et de l’e´galite´ (5). Pour le lemme 2, nous renvoyons a` [5].
Pour tout a40; la loi de Bt sous Pma est la mesure de Lebesgue dans Rn
(conse´quence de l’e´galite´ (5)), et par suite le lemme 2 donne l’e´galite´Z
Rn
ðD0að f ÞðxÞÞp dx ¼ EmaððEmaðL0t=BtÞÞpÞ:
D’autre part on de´duit du lemme 1, en appliquant deux fois l’ine´galite´ de
Jensen, que
ðEmaðL0t=BtÞÞppEmaððL0tÞp=BtÞ; ð8Þ
et par suite Z
Rn
ðD0að f ÞðxÞÞp dxpEmaððL0tÞpÞ ¼
Z
Rn
Eðx;aÞððL0tÞpÞ dx:
Mais on a, en vertu du the´ore`me 2,
Eðx;aÞððL0tÞpÞppp Eðx;aÞðjMtjpÞ ¼ pp Eðx;aÞðj f ðBtÞjpÞ
pour tout xARn: On en de´duit que, pour tout a40;Z
Rn
ðD0að f ÞðxÞÞp dxpppEmaððj f ðBtÞjpÞÞ ¼ ppjj f jjpp;
ce qui ache`ve la de´monstration.
3. Preuve du the´ore`me 2
Nous donnons ici l’argument utilise´ par Aze´ma et Yor pour obtenir le the´ore`me 2
(une des motivations est constitue´e par nos remarques du paragraphe 4). L’argument
essentiel est le
Lemme 3. Soient pX1; M une P-martingale continue telle que jjMjjpoþN et L0 son
temps local en 0. Le processus N de´fini par
Nt ¼ ðL0t Þp  pðL0t Þp1jMtj ð9Þ
est une martingale, qui est nulle en 0 si p41:
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De´monstration. En utilisant la formule d’inte´gration par parties, on obtient l’e´galite´
pðL0t Þp1jMtj ¼ pðL00Þp1jM0j
þ
Z t
0
pðL0s Þp1 ðdM˜s þ dL0s Þ þ
Z t
0
jMsjpðp  1ÞðL0s Þp2 dL0s :
Comme la mesure dL0 est porte´e par l’ensemble des s tels que Ms ¼ 0; la dernie`re
inte´grale du second membre est nulle et par suite, si p41;
Nt ¼ 
Z t
0
pðL0s Þp1 dM˜s;
pour tout tX0; ce qui prouve notre assertion (si p ¼ 1; on obtient l’e´galite´ N ¼ M˜;
donc la martingale N n’est nulle en 0 que si M l’est, car on a *M0 ¼ jM0j). On peut
montrer (nous le ferons au paragraphe suivant) que la martingale NAH1ðPÞ si p41:
Pour achever la preuve du the´ore`me 2 on se rame`ne, au moyen d’un argument
d’arreˆt, au cas ou` EððL0t ÞpÞoþN pour tout tX0: On ﬁxe ensuite un nombre tX0 et
on e´crit, en supposant p41 et en utilisant le lemme 3,
EððL0t ÞpÞ ¼ pEððL0t Þp1jMtjÞppðEððL0t ÞpÞÞðp1Þ=pðEðjMtjpÞÞ1=p;
d’ou` l’on tire, apre`s division par ðEððL0t ÞpÞÞðp1Þ=p;
ðEððL0t ÞpÞÞÞ1=pppðEðjMtjpÞÞ1=p:
Il ne reste plus qu’a` prendre la borne supe´rieure sur t pour obtenir l’estimation
cherche´e.
4. Une variante de la preuve du the´ore`me 1
Les arguments utilise´s dans le paragraphe pre´ce´dent nous paraissent inte´ressants,
dans la mesure ou` ils fournissent quelques pistes dans la direction d’une preuve du
the´ore`me 1 interne a` l’analyse re´elle. Plus pre´cise´ment, si l’on veut faire une
de´monstration du the´ore`me 1 suivant le sche´ma suivi dans le paragraphe pre´ce´dent,
on est conduit a` se demander si la fonction
ðD0ð f ÞÞp  pðD0ð f ÞÞp1j f j
est d’inte´grale nulle dans Rn: C’est vrai si p ¼ 1 et si f est d’inte´grale nulle, comme il
re´sulte du the´ore`me de Fubini et de l’e´galite´Z
Rnþ1þ
yDjPð f ÞjðdzÞ ¼
Z
Rn
j f ðxÞj dx
Z
Rn
f ðxÞ dx

:
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En revanche c’est faux en ge´ne´ral, si p41; comme nous le verrons plus loin. On peut
toutefois obtenir une proprie´te´ similaire, de la manie`re suivante: e´tant donne´ pX1 et
fALp; on de´ﬁnit une fonction gpð f Þ dans Rn en posant
gpð f ÞðBtÞ ¼ lim
a-þN E
maððL0tÞp=BtÞ;
ou`, comme pre´ce´demment, L0 est le temps local en 0 de la martingale ðPð f ÞðBt4tÞÞ:
Par exemple, le lemme 2 montre que g1ð f Þ ¼ D0ð f Þ: Le re´sultat principal de ce
paragraphe est le
Lemme 4. Pour tout p41; et toute fonction fALp; la fonction
hpð f Þ ¼ gpð f Þ  pgp1ð f Þj f j
appartient a` H1; en particulier, elle est d’inte´grale nulle.
De´monstration. Posons, pour tout tX0; Mt ¼ Pð f ÞðBt4tÞ; de´signons par L0 le
temps local en 0 de la martingale M ainsi de´ﬁnie et par N la martingale associe´e a` M
au moyen de l’e´galite´ (9). Par de´ﬁnition des fonctions hpð f Þ et gpð f Þ; on a
hpð f ÞðBtÞ ¼ lim
a-þN E
maðNt=BtÞ:
En reprenant la me´thode suivie dans [5] pour e´tablir l’assertion (iii) du re´sultat
principal,2 on voit qu’il sufﬁt de montrer que
sup
a40
EmaðNt ÞoþN:
En vertu des ine´galite´s de Burkholder–Gundy, il sufﬁt de prouver que
sup
a40
Emað/N; NS1=2t ÞoþN:
Mais on voit, en utilisant l’expression de N comme inte´grale stochastique obtenue au
cours de la preuve du lemme 3, que
/N; NSt ¼ p2
Z t
0
ðL0s Þ2p2d/M; MSs;
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et par suite
/N; NS1=2t ppðL0tÞp1/M; MS1=2t ;
d’ou` l’on de´duit que
Emað/N; NS1=2t ÞppðEmaððL0tÞpÞÞðp1Þ=pðEmað/M; MStÞp=2ÞÞ1=p: ð10Þ
De plus on a, comme conse´quence du the´ore`me 2,
ðEmaððL0tÞpÞÞðp1Þ=pppðEmaðjMtjpÞÞðp1Þ=p ¼ pjj f jjp1p ;
et d’autre part
ðEmað/M; MStÞp=2ÞÞ1=ppApðEmaðMt ÞpÞÞ1=p
p p
p  1 ApðE
maðjMjptÞÞ1=p ¼
p
p  1Apjj f jjp
(ou` Ap est un nombre qui ne de´pend que de p), en vertu des ine´galite´s de Burkholder–
Gundy et de Doob. On de´duit des deux ine´galite´s pre´ce´dentes et de l’estimation (10)
qu’on a
Emað/N; NS1=2t Þp
p2
p  1 Apjj f jjp;
ce qui ache`ve la preuve du lemme 4.
Remarques. 1. La de´monstration pre´ce´dente montre plus ge´ne´ralement que, si M est
une P-martingale continue quelconque telle que jjMjjpoþN; la martingale N
associe´e au moyen de l’e´galite´ (9) appartient a` H1ðPÞ; et que jjNjjH1ðPÞpKpjjMjjp;
avec une constante Kp de l’ordre de 1=ðp  1Þ au voisinage de 1. Dans ce cas, la
meilleure constante possible ne peut pas—contrairement a` celle qui a motive´ la
pre´sente e´tude—rester borne´e au voisinage de 1. En effet, cela impliquerait que
NAH1ðPÞ de`s que MAL1 et M0 ¼ 0; or, dans ce cas, on a jjNjjH1ðPÞ ¼ jjM˜jjH1ðPÞ ¼
jjMjjH1ðPÞ; alors que les conditions MAL1 et M0 ¼ 0 n’obligent pas M a` appartenir a`
H1ðPÞ:
2. On peut e´noncer un re´sultat s’appliquant a` tout pX1; en rempla@ant dans
l’hypothe`se du lemme 4 ‘‘fALp’’ par ‘‘fAHp’’. En effet Hp ¼ Lp si 1opoþN; et
d’autre part g1ð f Þ ¼ D0ð f Þ et g0ð f Þ ¼ 1; d’ou` h1ð f Þ ¼ f˜: On a donc h1ð f ÞAH1 si
fAH1; en vertu des re´sultats de [4,5].
A partir du lemme pre´ce´dent, on obtient tre`s facilement le the´ore`me 1 (au moins
dans le cas ou` 1opp2), de la manie`re suivante: soit fALp: On a D0ð f Þppgpð f Þ
(conse´quence de l’ine´galite´ (8)), et d’autre part gp1ð f ÞpðD0ð f ÞÞp1 (conse´quence
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de l’ine´galite´ de Jensen, vu que pp2). Le lemme 4 donnant l’e´galite´R
Rn
gpð f ÞðxÞdx ¼ p
R
Rn
gp1ð f ÞðxÞj f ðxÞjdx; l’ine´galite´ de Ho¨lder et les remarques
pre´ce´dentes permettent d’obtenir l’estimation
Z
Rn
ðD0ð f ÞðxÞÞp dxpp
Z
Rn
ðD0ð f ÞðxÞÞp dx
 ðp1Þ=p
jj f jjp:
Comme on sait de´ja` que D0ð f ÞALp si fALp (conse´quence des re´sultats de [4,5]), on
en de´duit l’ine´galite´ voulue. Si on ne suppose pas que pp2; on utilise un argument
analogue au pre´ce´dent et on majore ðgp1ð f ÞÞp=ðp1Þ par gpð f Þ (ine´galite´ de Jensen);
ce qui permet de prouver que
Z
Rn
gpð f ÞðxÞ dxpp
Z
Rn
ðgpð f ÞðxÞÞp dx
 ðp1Þ=p
jj f jjp:
On conclut ensuite apre`s s’eˆtre assure´ de la ﬁnitude du premier membre, ce qui,
faute de bien connaıˆtre les fonctions gp; semble exiger un nouveau recours aux
probabilite´s.
Remarque. Compte tenu du lemme 4, il est facile de voir qu’en ge´ne´ral, la fonction
ðD0ð f ÞÞp  pðD0ð f ÞÞp1j f j n’est pas d’inte´grale nulle. Car, si tel e´tait le cas, on
de´duirait du lemme 4 que (par exemple) la fonction g2ð f Þ  ðD0ð f ÞÞ2 est d’inte´grale
nulle pour toute fAL2; ce qui impose g2ð f Þ ¼ ðD0ð f ÞÞ2 presque partout dans Rn;
ou encore (en reprenant nos notations usuelles)
lim
a-þN E
maððL0tÞ2=BtÞ ¼ lima-þN ðE
maðL0t=BtÞÞ2 Pma  p:s:;
ce qui n’est pas le cas en ge´ne´ral.
5. Preuve du the´ore`me 3
Nous aurons a` utiliser une le´ge`re variante d’un re´sultat de R.R. Coifman,
Y. Meyer et E.M. Stein, qui relie les ‘‘tent spaces’’ Tp et les espaces Hp: En vue
d’e´noncer ce re´sultat, nous devons rappeler quelques de´ﬁnitions.
Pour toute fonction bore´lienne F de´ﬁnie dans Rnþ1þ et tout xAR
n; on pose
SðFÞðxÞ ¼
Z
jxxjoy
jFðzÞj2 dz
ynþ1
 !1=2
:
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Pour tout p40; on de´signe par Tp l’ensemble des fonctions bore´liennes F de´ﬁnies
dans Rnþ1þ pour lesquelles
jjF jjTp ¼ jjSðFÞjjpoþN:
Pour e´tablir un lien entre les espaces Tp et Hp; on introduit dans [9] une fonction f
de´ﬁnie dans Rn; posse´dant des proprie´te´s ade´quates de re´gularite´, d’annulation et de
support. Une telle fonction f permet de de´ﬁnir un ope´rateur pf sur Tp par la
formule suivante:3
pfðFÞ ¼
Z þN
0
Fð	; yÞ  fy
dy
y
:
Sous certaines conditions explicite´es dans [9], pf se prolonge en un ope´rateur borne´
de Tp dans Hp: Cette proprie´te´ est encore vraie lorsque f est la fonction (vectorielle)
de´ﬁnie par les e´galite´s
f ¼ ðf1;y;fnþ1Þ; ð11Þ
ou`
fiðxÞ ¼ ðn þ 1Þcnxi
ðjxj2 þ 1Þðnþ3Þ=2
pour 1pipn et
fnþ1ðxÞ ¼ cnðjxj
2  nÞ
ðjxj2 þ 1Þðnþ3Þ=2
;
pour tout x ¼ ðx1;y; xnÞARn: Plus pre´cise´ment, on a le re´sultat suivant [6,
Proposition 2], qui est une le´ge`re adaptation du the´ore`me 6 de [9]:
Lemme 5. L’ope´rateur pf associe´ a` la fonction f de´finie par l’e´galite´ (11) se prolonge
en un ope´rateur continu de Tp dans Hp si p4n=ðn þ 1Þ:
Rappelons d’autre part qu’on dispose de l’expression explicite suivante de la
transforme´e de Le´vy f˜ d’une fonction f appartenant a` l’espace D des fonctions de
classe CN et a` support compact dans Rn [4, Proposition 4]: pour tout xARn;
f˜ðxÞ ¼ 2
Z
Rnþ1þ
y sgnðPð f ÞðzÞÞrPð f ÞðzÞrpxðzÞ dz:
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Un calcul imme´diat montre que, si f est de´ﬁnie par l’e´galite´ (11), on a yrpxðzÞ ¼
fyðx  xÞ; et par suite, e´tant donne´ deux fonctions f et gAD; on a
f˜  g˜ ¼ pfðFÞ; ð12Þ
ou`
FðzÞ ¼ 2yðsgnðPð f ÞðzÞÞrPð f ÞðzÞ  sgnðPðgÞðzÞÞrPðgÞðzÞÞ: ð13Þ
Dans ce qui suit, on note Cðn; pÞ une constante de´pendant uniquement des
parame`tres indique´s, mais dont la valeur peut changer d’une ligne a` l’autre. Bien
entendu, il sufﬁt d’e´tablir l’estimation (4) dans le cas ou` f et gAD: Soient donc f et g
de telles fonctions, et p4n=ðn þ 1Þ: En utilisant l’e´galite´ (12) et le lemme 5, on voit
que
jj f˜  g˜jjHppCðn; pÞjjF jjTp ¼ Cðn; pÞjjSðFÞjjp;
ou` F est de´ﬁnie par l’e´galite´ (13). D’autre part, on a visiblement
S2ðFÞp8ðS2ð f  gÞ þ S21ð f ; gÞÞ;
ou` Sð f  gÞ est l’inte´grale d’aire standard de Lusin–Caldero´n associe´e a` Pð f  gÞ; et
S21ð f ; gÞðxÞ ¼
Z
fjxxjoyg
y1nðsgnðPð f ÞðzÞÞ  sgnðPðgÞðzÞÞÞ2jrPðgÞðzÞÞj2 dz:
Il est classique [13, p. 124] que
jjSð f  gÞjjppCðn; pÞjj f  gjjHp ;
donc il nous sufﬁt maintenant de prouver que
jjS1ð f ; gÞjjppCðn; pÞjj f  gjj1=2Hp ðjj f jjHp þ jjgjjHpÞ1=2: ð14Þ
On a, pour tout zARnþ1þ ;
jsgnðPð f ÞðzÞÞ  sgnðPðgÞðzÞÞjp2
 1fjPðgÞðzÞjpjPðgÞðzÞPð f ÞðzÞjg
et
jPðgÞðzÞ  Pð f ÞðzÞjpNð f  gÞðxÞ
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si jx  xjoy: Par conse´quent,
S21ð f ; gÞðxÞp2
Z
fjxxjoyg
y1n1fNð fgÞðxÞ;Nð fgÞðxÞgðPðgÞðzÞÞjrPðgÞðzÞÞj2 dz:
D’autre part, en utilisant la formule de changement de variable qui a valu son nom a`
la densite´ de l’inte´grale d’aire [11, p. 217], on peut e´crire
Z
fjxxjoyg
y1n1fNð fgÞðxÞ;Nð fgÞðxÞgðPðgÞðzÞÞjrPðgÞðzÞÞj2 dz
¼ 1
2
Z Nð fgÞðxÞ
Nð fgÞðxÞ
Dðg; rÞðxÞ drpNð f  gÞðxÞDðgÞðxÞ;
ou`
Dðg; rÞðxÞ ¼
Z
fjxxjoyg
y1n DjPðgÞ  rjðdzÞ et DðgÞðxÞ ¼ sup
rAR
Dðg; rÞðxÞ:
On de´duit donc de ces ine´galite´s que
jjS1ð f ; gÞjjppCðn; pÞjj f  gjj1=2Hp jjDðgÞjj1=2p :
Par conse´quent, l’estimation (14) re´sulte de l’ine´galite´ pre´ce´dente et de l’ine´galite´
jjDðgÞjjppCðn; pÞjjgjjHp
de Gundy–Silverstein [11]. Ceci ache`ve la de´monstration.
Remarque. Dans le cas ou` p41; le re´sultat pre´ce´dent constitue une nouvelle preuve
de la continuite´ dans l’espace Lp de la fonctionnelle D0 (ou de la transformation de
Le´vy), obtenue dans [4]. Toutefois, aucune de ces deux me´thodes ne permet de
re´pondre a` la question de leur continuite´ dans l’espace L1; qui reste donc, a` notre
connaissance, un proble`me ouvert. On dispose toutefois de quelques re´sultats
partiels dans ce sens. D’une part, on peut montrer [7] que, dans le contexte
probabiliste correspondant, l’application M/L0ðMÞ est continue de L1 dans L1
faible. Mais la me´thode usuelle (utilise´e dans le y2) ne permet pas d’en de´duire le
re´sultat correspondant pour la fonctionnelle D0; qui reste e´galement inconnu. En
revanche, si on remplace, dans la de´ﬁnition de cette fonctionnelle, le noyau de
Poisson par le noyau construit a` partir d’une fonction a` support compact, on peut
obtenir [8] la continuite´ de L1 dans L1 faible.
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